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Gegeben ist die Gleichung 2x” +2x =12 . Lést man diese Gleichung nach x auf, so erhilt man mit Hilfe
der pg-Formel:

x*+x-6=0

1 1Y
<:>Xl/2:_5i (Ej +6

1, [25
<:>X1/2=—5i 4
1,5
= X :_Eiz
&x=-3 v Xx,=2

Wenn diese Gleichung jetzt 2x* +2x =—12 lautet, dann erhilt man einen negativen Radikanden:

—— 4
. 23
=X =_§i J - 4

X, =-0,5+j-2,398 v x,=-0,5--2,398

Da die Wurzelgleichung nur fiir positive x definiert ist, ersetzt man +/—1 mit der imagindren Einheit ,,j*,
d.h. j=+/—1 (normalerweise ist die imaginire Einheit ,,i*, jedoch ist ,,i* in der Elektrotechnik bereits fiir

den elektrischen Strom vergeben). Die reelle Achse (Zahlenstrahl) wird um die imagindre Achse
erweitert.

Beispiel: gegeben ist die komplexe Zahl Z=5+j-3
Die Darstellung fiir Z liegt in Komponentenform vor. Die Komponenten sind der Realteil Re {Z} =5 und

der Imaginirteil Im {Z} =3. Dabei ist zu beachten, dass der Imaginirteil nur 3 ist und nicht j-3! Das j ist
nur ein Indikator fiir den Imaginérteil.
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jIm {Z}
A
4

Eine andere Form der Darstellung neben der Komponentenform ist die Euler’sche Form. Dabei wird die
komplexe Zahl in Betrag und Phase zerlegt.

j-Im {Z}
A
41
Z — 5,83 . ej30,96o
3 B
2
zZ
1j—
(0
| | | | | | |
| | | | | | > Re {Z}
1 2 3 4 5 6 7

Dieser Zeiger ist kein Vektor; er unterliegt anderen Rechengesetzen (siche Multiplikation komplexer
Zahlen).
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Der Betrag ist die Lange des Zeigers und wird mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnet:

1Z|=J[Re {Z)] +[Im {Z}]} =+/5> +3> =34 ~ 5,83

Der Winkel ¢ wird mit dem Tangens berechnet:

tan(p) = Gegenkathete Im{Z} 3_ 0.6
?)= " Ankathete  Re {z} 5

< @ =arctan(0,6) = 30,96°

j30,96°

Die Zahl Z sieht nach der Euler’schen Darstellung wie folgt aus: Z=5,83-¢

Als letzte Darstellungsform gibt es die trigonometrische Form, die sich an die Komponentenform anlehnt.
Diese Darstellung dient zur Umrechnung von der Euler’schen Form in die Komponentenform und hat
folgende Schreibweise:

Z=|Z|-[cos(p) + j-sin(p)] = 5,83 -[c0s(30,96°) + j-5in(30,96°)|= 5,83+ (0,857 + j-0,514) =5+ -3

Fiir weitere Berechnungen wird diese Form allerdings nicht verwendet. Fiir bestimmte Berechnungen hat
die Komponentenform, fiir andere die Euler’sche Form Vorteile. Das Addieren und Subtrahieren erfolgt
mit Hilfe der Komponentenform, das Multiplizieren, Dividieren sowie Radizieren in der Euler’schen
Form.

Fiir den Term j=+/—1 ergeben sich folgende Zusammenhédnge:

j=T=1e™
Feij=dlAml=—1=1e™; Jo1J- 1241
Peigi=ii=—i=te™

== =) =1=1e”

Weiterhin gibt es noch die konjugiert komplexe Zahl Z . Existiert eine komplexe Zahl Z=x+j-y, so
lautet die konjugiert komplexe Zahl 7 =x- J-y, also einfach nur ein Vorzeichenwechsel des

Imaginirteils. Damit gilt auch Z-Z" = x> +y>.
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Allgemeine Rechenregeln mit komplexen Zahlen:
Z,=-2+35 und Z,=5-j-4
Um die weitere Darstellung zu vereinfachen werden die Zahlen Z, und Z, allgemein dargestellt:
Z=x,+jy, ud Z,=x,+jy,

Z,=2,+2, :(Xl+j'Y1)+(X2+j'Y2):X1+X2+J"(Y1+Y2):_2+5+j'(5_4)
72, =3+]

Ls=21,-1, =(X1+j'Y1)_(X2+J"Y2)=X1_Xz+J"(Y1_Y2)=_2_5+j'(5+4)
S Zo=-T7+j-9

Zy=21,-7Z, :(X1+j'Y1)'(X2+j'Y2):X1 X, X, 'j'Y2+j'Y1 'X2+j'Y1 'j'Y2
:(X1 'Xz_Y1'Y2)+j'(x1'Y2+X2'Y1):(_10+20)+j'(8+25)
=27, =10+]}33

Das Multiplizieren geht aber wesentlich einfacher mit der Euler’schen Form. Allerdings muss man
die komplexen Zahlen erst einmal in die Euler’sche Form umwandeln:

Z,=-2+]j-5 damit ergibt sich der Betrag zu |Zl| = w/(— 2)2 +5% =429 ~5,38

und der Winkel zu 0 = arctan(%} = arctan(-2,5)~111,80°
Z,=5—j-4 damit ergibt sich der Betrag zu |Zz| =45+ (— 4)2 =+/41~6,40
und der Winkel zu @, = arctan(%ﬁlj = arctan(— 0,8) ~ —38,66°

Zu=2-Z,= |Zl| . |Z2| Lellote) 538- 6’40.ej(110,80°—38,66°)
& Zy =34,48-e

zum Vergleich mit dem Ergebnis von Z,, :
Zy|=+10"+33’ =/1189 3448 und ¢, = arctan(%j = arctan(3,3) ~ 73,14°

Das Dividieren sollte nach Mdglichkeit nur in der Euler’schen Form erfolgen.
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4 —é— X, ) = |Zl|'ej(pl |Z | -p,) 5938'ejm’80 5, 38 (111,80°+38,66°)
=b - y4 B X +j.y N |Z |,ejfﬂz |Z | 6 4O_e—j38,66° 6 40
) 2 2 |&2 )

P ZD — 0’84.ej150,46°

Das Radizieren geht wie folgt:

Zo=43-j4 o2 =3-j-4=5.c7
nach den Gesetzen des Radizierens gilt: v/a-b = Va-+/b und ¥a™ =ar

1
Py, Py ~(~j53,13°) 0O
also dementsprechend: Z, =4/5-¢ 1% =4/5.4/e 7™ =4/5.¢* T =149.¢ 713

Dies ist allerdings nur eine Losung fiir Z; , denn eine Gleichung 4. Grades hat vier Losungen. Der
Zeiger Z, ist nach einer Drehung von 360° wieder an seiner urspriinglichen Lage. Man teilt
die 360° durch den Exponenten von Z; — hier also 4 —und erhélt die anderen drei Winkel.

360°:4=90° = Z,=1,49.¢ %
7, 2149707
=7, =149/

= Z,=149.¢711%%
Ganz allgemein gilt fiir das Radizieren:

2 =x+jyaZ, —\/7 10 ik =0,1,..n 1

auf dieses Beispiel angewendet:

(=53,13°+360°0)

k=0—>2Z,=%5¢* —1,49.¢7113%

3,13°+360°1 . o
k=12, ﬁe B ) 149767

(-53,13°+360°-2)

k=22, f e =1,49.¢/1%67

(~53,13°+360°-3)

k=3->27,=45¢* =1,49.¢71032
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Die Darstellung der letzen Winkelgrofe (-103,28°) riihrt daher, dass man bei komplexen Zahlen keine
Winkel grofler als 180° angibt. Daraus resultiert folgende Tabelle:

Z=x+]y
Quadrant | x>Oundy>0 x<Oundy>0 x<Oundy<0 x>0undy<0
I. Quadrant II. Quadrant III. Quadrant IV. Quadrant
o | 0°<p<90° | 90°<p<I80° | —180°<p<-90° | -90°<p<0°

Hat man einen komplexen Bruch, so kann man ihn nach Realteil und Imaginérteil, bzw. nach Betrag und
Phase auflosen. Dazu geht man wie folgt vor:

1. Realteil und Imaginarteil

Xty _Z,

X t)y, 4

7 — X1+j'Y1_ X, =Y XYY X Vi TX Y,

= . . - 2 2 .] 2 2

XF)Y, X571, X, Ty, Xy Y,

konjugiert Re{Z} Im{Z}
komplexe
Erweiterung

2. Betrag und Phase

Z=X1+j'Y1 _Z
Xy, 4

1Z] = VX +y) _ 12|
- ‘szz +YZ2 |Z2|

EFHMZWAMZW-ﬂ&“;%Vﬂ:{&Vlxwﬁz

2 2 2
X, 1Y, X, tY,

oder

fiir das Argument ¢ bendétigt man allerdings Realteil und Imaginérteil:

X Yi7X Yy
2 2
+ . - .
p= arctan( Im{Z}] — arctan| ——2 Y2 —arctan| 2217 %1" s
RC{Z} XX 7YY, XX =YY,
2
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Mal ein konkretes Beispiel:

Es kommt bei elektrischen Verbrauchern (Motoren, Leuchtstofflampen, usw.) vor, dass sie als Last nicht
nur einen Widerstand, sondern auch eine Spule darstellen. Diese Spule verursacht eine
Phasenverschiebung zwischen Gesamtstrom und —spannung, wodurch die Wirkleistung sinkt. Die
Berechnung hierfiir lautet: P = |QR|-|1|-cos(¢)) . Bei ¢ =0° ist cos(¢)=1; die Wirkleistung P ist hier am

groBten. Existiert eine Phasenverschiebung, so ist cos(¢) kleiner 1 und die Wirkleistung nimmt ab.

Umgehen kann man dies, in dem man einen Kondensator (zur Blindstromkompensation) parallel dazu
einsetzt (auch Kompensation induktiver Blindleistung genannt). Der Verbraucher entspricht einer
Reihenschaltung aus einem Widerstand R und einer Spule L. Parallel dazu liegt der Kondensator C zur
Kompensation.

! I
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]

Verbraucher
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Q
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~
]

S
-
l_

[——

An dieser Stelle wird nicht néher auf den Zusammenhang zwischen sinusformiger Spannung und Strom
an den Bauelementen R, L und C eingegangen (Verweis auf das Tutorium Elektrotechnik). Da bei der
Spule die Spannung dem Strom um 90° voreilt, driickt man das durch ein j aus; beim Kondensator eilt die
Spannung 90° dem Strom nach, also —j. Allgemein gilt fiir die Impedanz (Scheinwiderstand, oder auch

Gesamtwiderstand) : Z =% (das Z hier steht fiir die Impedanz). Fiir die Impedanzen folgt dann nach

komplexer Schreibweise:

U
L= =R

U .
ZL:_TL_J XL:J'(’) L

U . 1
Zc:__c__J'Xc—.

1. Jo-C

Demzufolge gilt fiir die Parallelschaltung aus Z; +Z; und Z.:

. 1
R+im-L)
(ZR +ZL)'ZC _( e ) joo-C

Zy+Z+Zc

R+j oL+

Jo-C



University of Applied . .
Science}; Col(f)gpne Mathematlk Tutorlum

Campus Gummersbach

Dipl.-Ing. (FH) Komplexe Zahlen KZ-08
Dipl.-Wirt. Ing. (FH)
G. Daniclak Stand: 19.03.2006; RO

Um nur den Blindstrom (Blindleistung) zu kompensieren, muss man die GroBe des Imaginérteils von Z
berechnen. Die Rechnung sieht wie folgt aus:

1 L . R L R 1
(R+jo-L) e Ox R @r 5.2 R-jlo L-—=
zZ-= J o-C 0-C 0-C o-C @
R+j-o-L+ R+j (0) L—j R+j-(0) L—) R—j (o;) L—lj
Jo-C o-C
konjugiert komplexe
Erweiterung
R o-L 1 R’
( 3 — |l o-L—-—+
_ ®-C) . 0-C 0-C) oC
Z= 1 ) 1V
R2+@0L—j R2+@DL—j
o-C o-C

@w-C: 1
oL (0-L)+R?
o-L

(0-L) +R?
L

(0-L) +R?

sSn-C=

= C=

Mit dieser Formel und allen bekannten Werten fiir R, L und ® kann der Kondensator C berechnet werden.



